
1ο. Η αριθµητική του υπολογιστή 

1.1 Τί είναι Αριθµητική Ανάλυση 
Υπάρχουν πολλά προβλήµατα στη µαθηµατική επιστήµη για τα οποία 
δεν υπάρχουν αναλυτικές εκφράσεις λύσεων. Στις περιπτώσεις αυτές 
έχουν αναπτυχθεί παράλληλοι µέθοδοι οι οποίες µας δίνουν προσεγ-
γιστικές τιµές των λύσεων. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι προσέγγισης των 
λύσεων. Για παράδειγµα, βρίσκουµε µια άλλη έκφραση του προβλή-
µατος που µας δίνει µια λύση η οποία απλά προσεγγίζει την πραγµα-
τική λύση. Με την εξέλιξη των υπολογιστών και µε τη δυνατότητα να 
γίνονται εκατοµµύρια πράξεις το δευτερόλεπτο αναπτύχθηκε παράλ-
ληλα και η επιστήµη της αριθµητικής λύσης πολλών προβληµάτων. Η 
επιστήµη αυτή καλείται Αριθµητική Ανάλυση. Παρόλη πράγµατι τη 
µεγάλη ταχύτητα που εκτελούνται οι αριθµητικές πράξεις ακόµα υ-
πάρχουν προβλήµατα σε πολλές επιστηµονικές εφαρµογές πoυ περι-
λαµβάνουν πολύπλοκες και χρονοβόρες αριθµητικές πράξεις. Αρκεί 
να ειπωθεί, για παράδειγµα, πως για τη λύση ενός γραµµικού συστή-
µατος εκατό εξισώσεων µε εκατό αγνώστους, µε τη γνωστή µέθοδο των 
οριζουσών και για την εκτέλεση των απαραίτητων αριθµητικών πράξε-
ων από έναν υπολογιστή που κάνει δύο εκατοµµύρια πράξεις το δευ-
τερόλεπτο, απαιτούνται 5x10144 αιώνες. Υπάρχουν όµως άλλες µέθοδοι 
οι οποίες για το ίδιο σύστηµα µε τον ίδιο υπολογιστή χρειάζονται σχε-
δόν µόνο εκατό περίπου δευτερόλεπτα. 

Η Αριθµητική ανάλυση είναι το µέρος εκείνο της µαθηµατικής επι-
στήµης που ασχολείται µε την ανάπτυξη και εκτίµηση µεθόδων που 
υπολογίζουν αριθµητικά αποτελέσµατα από γνωστά αριθµητικά δεδο-
µένα. 

Δύο είναι τα βασικά κριτήρια µιας αριθµητικής µεθόδου: (α) η ταχύ-
τητα και (β) η ακρίβεια. Με τον όρο ταχύτητα εννοούµε τον υπολογι-
στικό χρόνο που χρειάζεται η Κεντρική Μονάδα Επεξεργασίας για να 
µας δώσει τα αριθµητικά αποτελέσµατα. Η ακρίβεια συνδέεται µε τα 
σφάλµατα που παράγονται είτε µε τον τρόπο που αποθηκεύονται τα 
δεδοµένα στον υπολογιστή είτε µε τα σφάλµατα που οφείλονται στην 
ίδια τη µέθοδο.  

Η διαδικασία της λύσης ενός προβλήµατος που περιλαµβάνει πολύ-
πλοκες αριθµητικές πράξεις συνίσταται από τέσσερα κύρια στάδια:  
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  ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ	
  ΑΝΑΛΥΣΗ 
 
1. Διαµόρφωση του προβλήµατος. Κατ' αρχήν το πρόβληµα δια-

µορφώνεται ως προς τη µαθηµατική του έκφραση, δηλαδή σαν ένα 
σύνολο µαθηµατικών σχέσεων. 

2. Επιλογή της µεθόδου. Eπιλέγεται µία ή συνδυασµός αριθµητικών 
µεθόδων, που είναι κατάλληλες για να δώσουν την καλύτερη προ-
σεγγιστική λύση στο συγκεκριµένο πρόβληµα. 

3. Προγραµµατισµός και κωδικοποίηση. Κατ' αρχάς καταστρώ-
νουµε βήµα προς βήµα όλη την υπολογιστική διαδικασία σύµφωνα 
µε την αριθµητική µέθοδο. Η διαδικασία αυτή είναι γνωστή και ως 
αλγόριθµος. Κατόπιν µεταφράζουµε την όλη υπολογιστική διαδικα-
σία σε ένα σύνολο εντολών ορισµένης "γλώσσας", όπως π.χ. C, 
FORTRAN, BASIC, PASCAL, C++, PHP, JAVA κ.λ.π. Το σύνολο αυ-
τό των εντολών καλείται πρόγραµµα. 

4. Εκτέλεση του προγράµµατος. Tο πρόγραµµα αφού "φορτωθεί" 
στη µνήµη του υπολογιστή, διέρχεται από την Κεντρική Μονάδα 
Επεξεργασίας (µερικές φορές συνηθίζεται να λέγεται ότι "τρέχουµε" 
το πρόγραµµα) και µας δίνει τα αντίστοιχα αποτελέσµατα. 

Στην εποχή µας µε τη µεγάλη εξάπλωση των υπολογιστών είναι πολύ 
εύκολο να κατανοεί κανείς έννοιες της Αριθµητικής Ανάλυσης µόνος 
του, χωρίς να εννοούµε µε αυτό πως καταργείται η αλληλεπίδραση µε 
τον δάσκαλο. Το βιβλίο αυτό στοχεύει ακριβώς σε ένα νέο τρόπο διδα-
σκαλίας που προσδιορίζεται από τη νέα διάσταση των δυνατοτήτων 
που έχει ένας υπολογιστής. Σε κάθε κεφάλαιο θα περιέχονται πολλά 
µικρά προγράµµατα για να κατανοούνται καλύτερα οι έννοιες και οι 
αριθµητικές µέθοδοι που θα αναπτύσσονται. Συνήθως τα περισσότερα 
βιβλία Αριθµητικής Ανάλυσης αναγράφουν µόνο τους αλγορίθµους 
των αριθµητικών µεθόδων. Η µετάφραση όµως ενός αλγορίθµου σε 
πρόγραµµα δεν είναι µια εύκολη διαδικασία και επειδή το βιβλίο αυτό 
στοχεύει στην καλύτερη κατανόηση των αριθµητικών µεθόδων και όχι 
σε ασκήσεις προγραµµατισµού θα παραθέτει προγράµµατα γραµµένα 
στη γλώσσα BASIC. Εύκολα ένας προγραµµατιστής θα µπορούσε να 
µεταφράσει τον κώδικα της BASIC σε µια άλλη γλώσσα. Εξάλλου η 
δοµή όλων των προγραµµατιστικών γλωσσών είναι ίδια. 
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1.2 Συστήµατα αρίθµησης 
Βασικό εργαλείο της Αριθµητικής Ανάλυσης είναι ο υπολογιστής. Εί-
ναι δε προφανές πως όποιος ασχολείται µε εφαρµογές αριθµητικών 
µεθόδων σε διάφορα προβλήµατα θα πρέπει να γνωρίζει α) τον τρόπο 
µε τον οποίο αποθηκεύονται οι αριθµοί στη µνήµη του, β) ποια είναι 
τα σφάλµατα της αποθήκευσης, γ) πώς εκτελούνται οι αριθµητικές 
πράξεις και δ) πώς µεταδίδονται τα σφάλµατα κατά την εκτέλεση των 
αριθµητικών πράξεων και γενικά πώς "σκέπτεται" αριθµητικά ο υπο-
λογιστής. Η γνώση των παραπάνω είναι η στοιχειώδης προϋπόθεση για 
να κάνει κάποιος τη σωστή επιλογή της αριθµητικής µεθόδου που 
πρόκειται να χρησιµοποιήσει στο πρόβληµά του. Τα δύο επόµενα κε-
φάλαια αναφέρονται στην αριθµητική του υπολογιστή και τα διάφορα 
σφάλµατα που παράγονται. 

Δεκαδικό σύστηµα 

Οι αριθµοί που χρησιµοποιούµε στην καθηµερινή µας ζωή βασίζονται 
στο δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης το οποίο περιέχει δέκα ψηφία που 
παρίστανται µε τα σύµβολα 

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9    

και καλούνται δεκαδικά ψηφία. 

Κάθε ακέραιος αριθµός Α στο δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης ερµηνεύ-
εται ως ένα άθροισµα πολλαπλασίων ακεραίων δυνάµεων του 10, το 
οποίο καλείται βάση του συστήµατος. Για παράδειγµα ο ακέραιος α-
ριθµός Α=7682 γράφεται 

7682=7x103 + 6x102 + 8x101 + 2x100 

Kάθε πραγµατικός αριθµός x µπορεί να γραφεί µε τη µορφή 

x=xA+xK   

όπου xA είναι ο µεγαλύτερος ακέραιος αριθµός από τους µικρότερους 
ή ίσους του x και xK το κλασµατικό µέρος. Το κλασµατικό µέρος ερ-
µηνεύεται ως ένα άθροισµα πολλαπλασίων αρνητικών ακεραίων δυνά-
µεων του 10. Για παράδειγµα το κλασµατικό µέρος του αριθµού 
x=234.6235 γράφεται 

0.6235=6x10-1+2x10-2+3x10-3+5x10-4 
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Σύµφωνα µε τα παραπάνω ο αριθµός x µπορεί να γραφεί µε τη µορ-
φή. 

234.6235=2x102+3x101+4x100+6x10-1+2x10-2+3x10-3+5x10-4 

ή ισοδύναµα 

(0.2346235)x103 

που καλείται εκθετική παράσταση. O αριθµός που περιέχεται µέσα 
στην παρένθεση λέγεται κλασµατικό µέρος, το 10 βάση και το 3 εκ-
θέτης. Το πρώτο ψηφίο µετά την υποδιαστολή δεν πρέπει ποτέ να εί-
ναι µηδέν. 'Όλα τα ψηφία του κλασµατικού µέρους καλούνται σηµα-
ντικά ψηφία. Θα πρέπει να τονισθεί ιδιαίτερα ότι το 0 ως πρώτο ψη-
φίο δεν είναι σηµαντικό. Για παράδειγµα η εκθετική παράσταση του 
αριθµού 0.00035643 είναι (0.35643)x10-3 Γενικά θα µπορούσαµε να 
πούµε ότι κάθε αριθµός x µε βάση οποιονδήποτε αριθµό β γράφεται 

𝑥 = (0.𝑑1  𝑑2  𝑑3  . . .𝑑𝑘  . . . )  𝛽!   

Όπου 0.d1 d2 d3 . . . dk . . είναι το κλασµατικό µέρος µε d1 διάφορο 
του µηδενός, β είναι η βάση του συστήµατος, e ο εκθέτης και τα d1, 
d2, d3, . . . , dk , ψηφία του συστήµατος. 

Αν d1,=0, τότε και d2=d3= . . . =dk= . . . =0 

Δυαδικό σύστηµα 

Ο υπολογιστής για καθαρά πρακτικούς λόγους εργάζεται µε το σύστη-
µα αρίθµησης µε βάση το δύο, δηλαδή αυτό που καλούµε δυαδικό 
σύστηµα. Κι αυτό γιατί είναι δυνατόν να αναπαρίσταται γεγονότα εκ-
φρασµένα µε δυαδική έκφραση. 

Για παράδειγµα, 
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Στο σχήµα αυτό παρουσιάζονται σε σειρά οκτώ ηλεκτρικοί λαµπτήρες 
εκ των οποίων ορισµένοι είναι σε λειτουργία και ορισµένοι όχι. Αν πα-
ραστήσουµε µε το ψηφίο 1 αυτούς που βρίσκονται σε λειτουργία και 
µε 0 αυτούς που δε βρίσκονται σε λειτουργία, τότε έχουµε το δυαδικό 
αριθµό 

1 0 1 0 1 1 0 0 

του οποίου αντίστοιχος αριθµός στο δεκαδικό είναι 

1x27+0x26+1x25+0x24+1x23+1x22+0x21+0x20  

=128+0+32+0+8+4+0+0=172 

Βέβαια οι υπολογιστές δε χρησιµοποιούν ηλεκτρικούς λαµπτήρες αλ-
λά καταστάσεις διαφοράς δυναµικού. Για παράδειγµα, µπορεί να 
χρησιµοποιείται το 1 για διαφορά δυναµικού 5 Volt και 0 για 0 Volt. 
Είναι προφανές πως η µεγάλη ταχύτητα επεξεργασίας πληροφοριών 
εξαρτάται από τη ταχύτητα µε την οποία εναλλάσσεται η δυαδική έκ-
φραση.  

Μετατροπή δεκαδικού αριθµού σε δυαδικό 

Η µετατροπή ενός αριθµού του δυαδικού συστήµατος σε αριθµό του 
δεκαδικού είναι πολύ εύκολη διαδικασία, ενώ το αντίστροφο είναι πιο 
πολύπλοκο. Αν για παράδειγµα έχουµε τον αριθµό 183.703125 ακο-
λουθούµε διαφορετική διαδικασία για το ακέραιο και για το κλασµα-
τικό µέρος. 

Σε ότι αφορά το ακέραιο µέρος, διαιρούµε τον αριθµό δια του 2 και 
κρατάµε το υπόλοιπο που θα είναι προφανώς ή 0 ή 1. Συνεχίζουµε 
την ίδια διαδικασία µε το προκύπτον πηλίκο. Η διαδικασία τερµατίζε-
ται µέχρι που το πηλίκο να γίνει 0. Τα υπόλοιπα των διαιρέσεων µε 
διάταξη από το τέλος στην αρχή είναι η παράσταση του αριθµού στο 
δυαδικό σύστηµα. 

Για το κλασµατικό µέρος ακολουθείται άλλη διαδικασία. Πολλαπλασι-
άζουµε το κλασµατικό µέρος µε το 2. Κρατάµε το ακέραιο µέρος -που 
προφανώς θα είναι 1 ή 0 και πολλαπλασιάζουµε το νέο κλασµατικό 
µέρος. Η ίδια διαδικασία συνεχίζεται µέχρις ότου το κλασµατικό µέ-
ρος γίνει 0. Αν το κλασµατικό µέρος δεν γίνεται ποτέ 0 η διαδικασία 
τερµατίζεται µετά από συγκεκριµένο πλήθος ψηφίων. 
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Παράδειγµα 

Έστω ότι θέλουµε να µετατρέψουµε τον αριθµό 183.703125 σε δυαδι-
κό. Σύµφωνα µε όσα αναφέραµε παραπάνω θα ακολουθηθεί διαφορε-
τική διαδικασία για το ακέραιο µέρος 183 και διαφορετική για το 
κλασµατικό 0.703125. Επειδή η διαδικασία είναι πολύπλοκη παρα-
θέτουµε ένα πρόγραµµα που µετατρέπει δεκαδικούς αριθµούς σε α-
ντίστοιχους δυαδικούς. Στο πρόγραµµα δίνεται πρώτα το ακέραιο µέ-
ρος και µετά το κλασµατικό. Στην περίπτωση που το πλήθος των δυα-
δικών ψηφίων του κλασµατικού µέρους µαζί µε το πλήθος των ακε-
ραίων υπερβαίνει τον αριθµό 24, η διαδικασία σταµατάει και έχουµε 
σφάλµα αποκοπής. Ο αριθµός 24 δεν είναι τυχαίος, αλλά η επιλογή 
του εξηγηθεί στην επόµενη παράγραφο. Για το συγκεκριµένο παρά-
δειγµα έχουµε Ακέραιο µέρος 183 Κλασµατικό µέρος 0.703125 

Δηλαδή ο αριθµός είναι 10110111.101101 
Το αντίστοιχο πρόγραµµα που µετατρέπει δεκαδικούς αριθµούς στο 
δυαδικό σύστηµα είναι: 

 

 

Ακέραιο µέρος 

2)183 1 

2)91 1 

2)45 1 

2)22 0 

2)11 1 

2)5 1 

2)2 0 

2)1 1 

Δεκαδικό µέρος 
 
0.703125 
  2   
1.406250                   1 
  2            
0.8125                       0 
 2 
1.625          1 
 2     
1.25          1 
 2 
0.5          0 
 2 
1.0                             1 
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Συµπλήρωµα δυαδικών αριθµών 

Πριν περιγράψουµε τον τρόπο µε τον οποίο αποθηκεύονται οι αριθµοί 
στη µνήµη του υπολογιστή, θα πρέπει πρώτα να γίνουν κατανοητές 
ορισµένες έννοιες που είναι γνωστές στη συνήθη αριθµητική. 
Καλούµε συµπλήρωµα ενός δυαδικού αριθµού Α τον δυαδικό αριθµό 
που προκύπτει αν αφαιρέσουµε κάθε ψηφίο του Α από το 1. Για πα-
ράδειγµα 
Δυαδικός αριθµός Α    110011001100 
   111111111111 
   110011001100 

Συµπλήρωµα του Α    001100110011 

Αν τώρα έχουµε να αφαιρέσουµε δυο δυαδικούς αριθµούς Α και Β, 
µπορεί η πράξη της αφαίρεσης να µετατραπεί σε πρόσθεση. Π.χ. αν 
έχουµε Α=111010 και Β=101101 και θέλουµε να υπολογίσουµε τη 
διαφορά Υ=Α-Β µε τον κλασικό τρόπο, έχουµε 

A 111010 
B 101101 

Y 001101 

Αν βρούµε το συµπλήρωµα του Β που είναι 111111101101=010010 
και τον προσθέσουµε στον Α, θα έχουµε 

A    1 1 1 0 1 0 
Συµπλ. Β 0 1 0 0 1 0 

         1 0 0 1 1 0 0 

και προσθέτοντας το 1 που υπάρχει στην έβδοµη θέση σαν µονάδα θα 
έχουµε το αποτέλεσµα που είναι 1101. Στην περίπτωση που δεν υ-
πάρχει 1 στην έβδοµη θέση, τότε σηµαίνει ότι ο Β είναι µεγαλύτερος 
από τον Α και το αποτέλεσµα είναι αρνητικό. Το δε αποτέλεσµα του Α 
µε το συµπλήρωµα του Β δεν είναι η διαφορά Α-Β. Για να βρούµε τη 
διαφορά Α-Β -που είναι αρνητικός αριθµός- βρίσκουµε το 
συµπλ.(Α+συµπλ.Β). Για παράδειγµα αν Α=101010 και Β=110011 τό-
τε 

 Α 101010 
Συµπλ. Β 001100 
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Α-Β   110110 

Παρατηρούµε ότι δεν υπάρχει ψηφίο στην έβδοµη θέση και κατά συ-
νέπεια η διαφορά Α-Β είναι αρνητικός αριθµός και ισούται µε το συ-
µπλήρωµα του 110110 δηλαδή -001001. 

1.3 Αριθµοί κινητής υποδιαστολής 
'Όπως είπαµε στην προηγούµενη παράγραφο κάθε κλασµατικός 
πραγµατικός αριθµός x γράφεται µε µοναδικό τρόπο στην εκθετική 
του µορφή  

x= ± (0.d1 d2 d3 . . .dn dn+1. . .)xβe 

όπου β η βάση, e ο εκθέτης και α=0. d1 d2 d3 . . .dn dn+1. το κλασµατι-
κό µέρος µε d1 πάντοτε διάφορο του µηδενός. 

Το πλήθος των ψηφίων του κλασµατικού µέρους θα µπορεί να είναι 
άπειρο. O αριθµός x=2/3 του οποίου το κλασµατικό µέρος είναι 

 α=0.666666666666 . . . . . .  

όταν αυτός πρόκειται να αποθηκευθεί στη µνήµη ενός υπολογιστή εί-
ναι προφανές ότι το πλήθος των ψηφίων του κλασµατικού µέρους θα 
πρέπει να είναι ένας πεπερασµένος αριθµός. 'Έτσι ο α δεν αποθηκεύε-
ται ακριβώς αλλά κατά προσέγγιση. Αν n είναι το πλήθος των ψηφίων 
που µπορεί να αποθηκευθούν θα πρέπει τα ψηφία dn+1 και πάνω να 
αποκοπούν. 

Υπάρχουν δύο είδη αποκοπής α) η κοπή και β) η στρογγύλευση.  

1. κατά την κοπή το ψηφίο dn παραµένει όπως έχει ανεξάρτητα από το 
µέγεθος του dn+1 ενώ  

2. κατά τη στρογγύλευση και συγκεκριµένα στο δεκαδικό σύστηµα, ο 
dn αυξάνεται κατά µία µονάδα αν ο dn+1 είναι 5,6,7,8,9 και παρα-
µένει όπως έχει αν ο dn+1 είναι 0,1,2,3,4. Στην περίπτωση του δυα-
δικού συστήµατος o dn αυξάνεται κατά 1 όταν ο dn+1 είναι 1 και πα-
ραµένει όπως έχει αν ο dn+1 είναι 0. 

Θα καλούµε αριθµό κινητής υποδιαστολής µήκους n την εκθετική 
παράσταση ενός αριθµού x αλλά µε πλήθος ψηφίων του κλασµατικού 
µέρους n. Στη γενική του µορφή ένας αριθµός κινητής υποδιαστολής 
µπορεί να γραφεί ως  
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𝑥 = 𝜎𝑎𝛽! 

όπου σ=+1 ή -1, α=0. d1 d2 d3 . . .dn dn+1. . το κλασµατικό µέρος ή 
mantissa, n µήκος, β η βάση και e ένας ακέραιος αριθµός που καλεί-
ται εκθέτης. Θα πρέπει d1 ≠ 0. Αν d1,=0, τότε και d2=d3= . . . =dk= . . . 
=0 

Για τη mantissa α ισχύει 0.1≤𝛼 1 στο δεκαδικό σύστηµα και (0.1)2≤
α 1 (ή ισοδύναµα σε δεκαδική έκφραση 0.5≤α 1) στο δυαδικό σύ-
στηµα. 

Παράδειγµα 

Να µετατραπούν οι αριθµοί x=4/3, y=5/9 και z=1/33 σε αριθµούς 
κινητής υποδιαστολής µήκους n=7. H αποκοπή των στοιχείων να γίνει 
α) µε κοπή και β) µε στρογγύλευση 

Απάντηση: 

α) Κοπή 

x*=0.6666666101,  y*=0.5555555 100 και z*=0.3030303 10-1 

β) Στρογγύλευση 

x*=0.6666667101, y*=0.5555556 100 και z*=0.3030303 10-11.4  

Κώδικες 
Το σύνολο των κανόνων που διέπουν τον τρόπο διάταξης των δυαδικών 
ψηφίων ώστε, να παριστάνουν χαρακτήρες γραµµάτων, ψηφία και 
σύµβολα καλείται κώδικας. Κάθε τύπος υπολογιστή χρησιµοποιεί έναν 
ορισµένο τύπο κώδικα όπως για παράδειγµα οι πιο σπουδαίοι σήµερα 
κώδικες είναι οι EBCDIC (Extended Binary-Coded Decimal 
Intercgange Code) και ASCII-8 (American Stand- and Code for 
Information Interchange). Και οι δυο παραπάνω κώδικες χρησιµοποι-
ούν bytes  των 8 bits. 

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια σειρά από οκτώ δυαδικές θέσεις (bits) 
όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
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Κάθε δυαδική θέση (bit) µπορεί να εναλάσσεται µε τα ψηφία του δυα-
δικού συστήµατος 0 και 1. Είναι προφανές ότι ο µεγαλύτερος φυσικός 
αριθµός που µπορεί να παρασταθεί είναι αυτός που όλες οι δυαδικές 
θέσεις θα έχουν το ψηφίο 1. Δηλαδή, 

 
που δεν είναι άλλος από τον αριθµό 

1 1 1 1 1 1 1 1 = 27 + 26 + 25 + 24 + 23 + 22 + 21 + 20 = 255 

µπορεί να δεχθεί ακέραιους αριθµούς από το 0 έως το 255 δηλαδή 
πλήθος αριθµών 256. Αν κάθε ακέραιος αντιστοιχεί σε ένα σύµβολο - 
σύµβολο µπορεί να είναι γράµµα του Λατινικού ή ελληνικού αλφαβή-
του ή επίσης ψηφίο του δεκαδικού συστήµατος ή οποιοδήποτε άλλο 
στοιχείο - τότε µπορεί να συµβολισθούν συνολικά 256 σύµβολα.  

Το σύνολο των οκτώ δυαδικών θέσεων καλείται χαρακτήρας (byte) 
και αποτελεί τη βασική µονάδα µνήµης στους µικροϋπολογιστές. 

Στον κώδικα ASCII ένας χαρακτήρας (byte) χωρίζεται σε δυο µέρη των 
4  bits το καθένα. Το πρώτο µέρος καλείται ζώνη  και το δεύτερο α-
ριθµητικό 8-4-2-1 όπως φαίνεται  και στο παρακάτω σχήµα.  

ζώνη αριθµητικό 

z z z z 8 4 2 1 

Η ζώνη και το αριθµητικό µέρος διαθέτουν το  καθένα 4 δυαδικές θέ-
σεις (bits) και κατά  συνέπεια µπορεί να πάρει αριθµούς από 0-15  
δηλαδή όσα είναι τα ψηφία του δεκαεξαδικού  συστήµατος. Μαζί η ζώ-
νη και το δεκαδικό µέρος  µπορεί να συµβολίζονται µε διψήφια ψηφία 
του  δεκαεξαδικού συστήµατος µε το πρώτο να  συµβολίζει τη ζώνη και 
το δεύτερο το  αριθµητικό. 

Προκειµένου να συµβολίζονται ψηφία του  δεκαδικού συστήµατος και 
επειδή είναι δέκα σε  αριθµό (λιγότερα από 16) χρησιµοποιείται ο ί-
διος αριθµός για τη ζώνη και διαφορετικός στο αριθµητικό. Τα γράµ-
µατα του Λατινικού αλφαβήτου επειδή υπερβαίνουν τον αριθµό 16 οι 
πρώτοι 16 χαρακτήρες θα έχουν την ίδια ζώνη και αριθµητικό που θα 
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αυξάνεται κατά µονάδα και οι υπόλοιποι χαρακτήρες θα έχουν διαφο-
ρετική ζώνη. Το ίδιο θα συµβαίνει και για τα σύµβολα. 

Στους παρακάτω πίνακες φαίνεται πως συµβολίζεται κάθε χαρακτήρας 
είτε είναι ψηφίο είτε Λατινικό γράµµα. Με παρόµοιο τρόπο συµβολίζε-
ται και τα υπόλοιπα σύµβολα.  

Στους παρακάτω πίνακες ενδεικτικά αναφέρονται ορισµένοι από τους 
χαρακτήρες του κώδικα ASCII 8 που αντιστοιχούν στους φυσικούς α-
ριθµούς από το 0 έως το 255. Είναι εύκολο να αντιληφθεί κανείς µε 
τον παραπάνω τρόπο µπορούµε να αποθηκεύσουµε µόνο αλφαριθµη-
τικά στοιχεία και όχι αριθµούς που θα µας επιτρέπουν να εκτελούµε 
αριθµητικές πράξεις. Πριν όµως προχωρήσουµε στον τρόπο µε τον ο-
ποίο µπορούµε να αποθηκεύσουµε αριθµούς θα µιλήσουµε πρώτα για 
τους όρους δεδοµένα (data) και πληροφορίες (information). 

Σύµβολο Ζώνη 8-4-2-1 16/δικό 

A 1010 0001 A1 

B 1010 0010 A2 

C 1010 0011 A3 

D 1010 0100 A4 

E 1010 0101 A5 

F 1010 0110 A6 

G 1010 0111 A7 

H 1010 1000 A8 

I 1010 1001 A9 

J 1010 1010 AA 

K 1010 1011 AB 

L 1010 1100 AC 

M 1010 1101 AD 

N 1010 1110 AE 

O 1010 1111 AF 

P 1011 0000 B0 
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Q 1011 0001 B1 

R 1011 0010 B2 

S 1011 0011 B3 

T 1011 0100 B4 

U 1011 0101 B5 

V 1011 0110 B6 

W 1011 0111 B7 

X 1011 1000 B8 

Y 1011 1001 B9 

Z 1011 1010 BA 

 

Σύµβολο Ζώνη 8-4-2-1 16/δικό 

0 0101 0000 50 

1 0101 0001 51 

2 0101 0010 52 

3 0101 0011 53 

4 0101 0100 54 

5 0101 0101 55 

6 0101 0110 56 

7 0101 0111 57 

8 0101 1000 58 

9 0101 1001 59 

1.4 Τύποι δεδοµένων 
Με πολύ απλά λόγια θα µπορούσαµε να πούµε πως υπολογιστής είναι 
ένας επεξεργαστής πληροφοριών. Τί ενοούµε όµως µε τον όρο 
πληροφορία στην επιστήµη του υπολογιστή; Ο συνήθης ορισµός της 
πληροφορίας είναι: 
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Πληροφορία (information) = Δεδοµένα (data) + Δοµή (structure) 

Για να γίνει πιο αντιληπτή αυτή η σχέση θα αναφέρουµε το εξής πα-
ράδειγµα, 

Θεωρούµε τους παρακάτω αριθµούς 

110, 120, 116, 100, 94 

Οι οποίοι αριθµοί είναι ορισµένα δεδοµένα (data) χωρίς συγκεκριµέ-
νη σηµασία. Αν όµως ορίσουµε µια δοµή (structure) στα δεδοµένα, 
για παράδειγµα έστω ότι οι παραπάνω αριθµοί παριστάνουν γωνίες σε 
µοίρες ενός πενταγώνου 

 

 
τότε οι αριθµοί έχουν δοµή και αποκτούν σηµασία, δηλαδή έγιναν 
πληροφορίες (information). Ο υπολογιστής µάλιστα βασισµένος στις 
πληροφορίες αυτές µπορεί να σχεδιάσει ένα τέτοιο πεντάγωνο.  

Πολλές φορές αντί του όρου “επιστήµη του υπολογιστή” χρησιµοποι-
ούµε τον όρο “επιστήµη της πληροφορικής” και ο οποίος όρος προέρ-
χεται από τη λέξη πληροφορία µε τον τρόπο που η έννοια αυτή ορί-
σθηκε παραπάνω.. 

Τύποι δεδοµένων µπορεί να είναι αριθµοί,  γράµµατα, σύµβολα,   ε-
νέργειες,  γεγονότα  κτλ.  Σε  κάθε γλώσσα υπάρχουν διάφοροι τύποι 
δεδοµένων. H  Quick  Basic για παράδειγµα χρησιµοποιεί τρία κύρια 
είδη  τύπων δεδοµένων.  1) Συρµοί ή αλφαριθµητικά δεδοµένα που 
µπορεί να είναι µεταβλητού ή  σταθερού  µήκους, 2) ακέραιοι  που 
µπορεί να είναι µικροί ή µεγάλοι ακέραιοι αριθµοί, 3) πραγµατικοί 
αριθµοί (αριθµοί κινητής υποδιαστολής) που  µπορεί  να  είναι απλής 
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και διπλής ακρίβειας. Η Quick Basic εκτός από  τους  παραπάνω  τύ-
πους δεδοµένων  διαθέτει  και τις  Δοµές Δεδοµένων η δυνατότητα δη-
λαδή, µε ένα όνοµα µεταβλητής να   αναπαριστάνονται πολλές τιµές 
δεδοµένων.  

Στο βιβλίο αυτό µας ενδιαφέρει να αναπτύξουµε µόνο τα δεδοµένα των 
ακεραίων αριθµών και των πραγµατικών. Η διάκριση σε ακέραιους και 
πραγµατικούς οφείλεται στο διαφορετικό τρόπο µε τον οποίο αποθη-
κεύονται στον υπολογιστή. 

1.5 Αποθήκευση ακεραίων αριθµών 
'Έστω ότι εργαζόµαστε σε έναν µικροϋπολογιστή µε χαρακτήρες των 8-
bits. Το µεγαλύτερο αριθµό που µπορεί να παραστήσει ένας χαρακτή-
ρας είναι αυτός που σε κάθε δυαδική θέση έχει για ψηφίο το 1 δηλα-
δή 

 
1 1 1 1 1 1 1 1 = 27 + 26 + 25 + 24 + 23 + 22 + 21 + 20 = 255 

δηλαδή ένας χαρακτήρας µπορεί να παραστήσει θετικούς ακεραίους 
από το 0 έως το 255. Αν θέλουµε όµως µε το ένα χαρακτήρα να παρι-
στάνονται θετικοί και αρνητικοί ακέραιοι αριθµοί, τότε µια δυαδική 
θέση πρέπει να διατεθεί για το πρόσηµο. Αν, για παράδειγµα, η πρώτη 
δυαδική θέση διατεθεί για το πρόσηµο ( µε το 0 συµβολίζεται το (+) 
και µε το 1 το (-)). 

 
τότε ο µεγαλύτερος θετικός ακέραιος αριθµός που µπορεί να αποθη-
κευθεί θα είναι 

 
δηλαδή  26 + 25 + 24 + 23 + 22 + 21 + 20 =127 
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Ο µεγαλύτερος ακέραιος αριθµός είναι ο 127. Η παράσταση του µι-
κρότερου ακέραιου θα είναι το συµπλήρωµα του µεγαλύτερου θετικού 
ακέραιου δηλαδή του 0111111 που δεν είναι άλλος από τον 

 
28 = -128 

Συνήθως στους περισσότερους µικροϋπολογιστές το 1 της πρώτης στή-
λης εκτός του ότι συµβολίζει το αρνητικό πρόσηµο προστίθεται και 
σαν µονάδα. 'Έτσι ο µικρότερος αρνητικός ακέραιος είναι -128. 

Παράδειγµα  

Θέλουµε να αποθηκεύσουµε το -120 σε έναν χαρακτήρα των 8 bits. 

Απάντηση 

Καταρχάς ο αριθµός αυτός µπορεί να αποθηκευθεί γιατί βρίσκεται στο 
διάστηµα [-128, 127]. Σύµφωνα µε αυτά που είπαµε παραπάνω, επει-
δή ο αριθµός είναι αρνητικός, θα αποθηκευθεί το συµπλήρωµα του 
120. Ο αριθµός 120 σε χαρακτήρα 8- bits γράφεται 

 
Το συµπλήρωµά του είναι 

 
Από τα παραπάνω φαίνεται ότι το συµπλήρωµα κάθε θετικού ακεραίου 
αριθµού θα έχει στη πρώτη δυαδική θέση πάντοτε το 1 που θα δηλώ-
νει και το αρνητικό πρόσηµο. 

Συνήθως για την αποθήκευση των ακεραίων αριθµών χρησιµοποιού-
νται δύο χαρακτήρες µαζί. Η πρώτη δυαδική θέση διατίθεται για το 
πρόσηµο. Συνεπώς ο µεγαλύτερος θετικός ακέραιος αριθµός που 
µπορεί να παρασταθεί θα είναι 
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δηλαδή 214+213+212+ . . . +21+20=215-1=32767 Ο µικρότερος αρνητι-
κός ακέραιος θα είναι το συµπλήρωµα του παραπάνω αριθµού δηλ. 

ο 
οποίος ισούται µε -215=-32768. 

Ακέραιοι αριθµοί που βρίσκονται εκτός του διαστήµατος  

[-32768, 32767] 

δεν είναι δυνατόν να αποθηκευθούν και ο υπολογιστής δίνει µήνυµα 
"overflow error". 

1.6 Αποθήκευση κλασµατικών αριθµών 
Αν x είναι ένας πραγµατικός κλασµατικός αριθµός, τότε αντιστοιχεί 
στο x ένας αριθµός x* κινητής υποδιαστολής µήκους n ο οποίος και 
προσεγγίζει το x στα n πρώτα σηµαντικά ψηφία.. Δηλαδή  

x*=σα*2e . 

Έστω ότι για την αποθήκευση ενός αριθµού κινητής υποδιαστολής 
χρησιµοποιούνται συνολικά τέσσερις χαρακτήρες - όπως συνήθως 
συµβαίνει στις περισσότερες γλώσσες προγραµµατισµού-. 

Από τους τέσσερις χαρακτήρες ο ένας χρησιµοποιείται για την αποθή-
κευση του εκθέτη e και οι υπόλοιποι τρεις για τη mantissa α*. Αφού ο 
e είναι ακέραιος, τότε σύµφωνα µε αυτά που είπαµε στην προηγούµε-
νη παράγραφο ο e θα µπορεί να παίρνει τιµές 

-128 ≤ e≤127 

Επειδή επίσης ισχύει 0.1≤α*<1 ο µικροϋπολογιστής µπορεί να χειρί-
ζεται αριθµούς που οι τιµές τους βρίσκονται στο διάστηµα 

2-128≤  x ≤2127 ή ισοδύναµα 2.9 10-39≤x≤1.7 1038 

Aριθµοί εκτός των παραπάνω ορίων δεν µπορούν να αποθηκευθούν 
και ο υπολογιστής δίνει το µήνυµα overflow error. 
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Για την αποθήκευση της mantissa α* χρησιµοποιούνται τρεις χαρα-
κτήρες ή ισοδύναµα 24 δυαδικές θέσης µνήµης ή 24 bits. Επειδή το 
πρώτο ψηφίο της mantissa είναι πάντοτε 1 (σαν σηµαντικό ψηφίο) αυ-
τό θα εννοείται και τη θέση του θα καταλαµβάνει το πρόσηµο. Δηλαδή 
0 για (+) και 1 για (-). 

Παράδειγµα 

Δίνεται ο αριθµός 328.625 και ζητούµε να παρασταθεί η αποθήκευσή 
του σε έναν υπολογιστή που χρησιµοποιεί 4 χαρακτήρες των 8 bits. 

Απάντηση 

Χρησιµοποιούµε κατ' αρχάς το πρόγραµµα για να µετατρέψουµε τον 
αριθµό 328.625 σε δυαδική έκφραση. Ο αριθµός αυτός είναι 
101001000.101 ο οποίος σε έκφραση αριθµού κινητής υποδιαστολής 
είναι 

x=(0.101001000101) 101001 

Στον πρώτο χαρακτήρα θα αποθηκευθεί ο εκθέτης 1001 και στους 
υπόλοιπους τρεις η mantissa 101001000. Δηλαδή 

 
Το πρώτο στοιχείο της mantissa ενώ είναι 1 βάζουµε το 0 γιατί ο α-
ριθµός είναι θετικός. 

'Όπως είπαµε για τη mantissa χρησιµοποιούµε τρεις χαρακτήρες. 
Κάθε χαρακτήρας µπορεί να αποθηκεύσει έναν ακέραιο αριθµό από 0 
έως 255. Αν θεωρήσουµε ότι κάθε χαρακτήρας είναι ένα ψηφίο του 
συστήµατος αρίθµησης µε βάση το 256, τότε η mantissa µπορεί να 
γραφεί σαν αριθµός του συστήµατος µε βάση το 256. Αν α1, α2 και α3 

είναι τα ψηφία που δηλώνουν οι τρεις χαρακτήρες, τότε η mantissa α* 
γράφεται 

 α*=0.α1α2α3=α1 256-1 + α2 256-2 + α3 256-3  

Αν τώρα χρησιµοποιούµε τη στρογγύλευση σαν είδος αποκοπής, τότε 
το σφάλµα της στρoγγύλευσης θα είναι το πολύ 0.5 256-3 δηλαδή 1.7 
10-8 και ο υπολογιστής µας θα γράφει 7 σηµαντικά δεκαδικά ψηφία 
προκειµένου να παραστήσει κάποιο αριθµό.  
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Με πιο απλά λόγια θα µπορούσαµε να πούµε πως το πλήθος των δυα-
δικών θέσεων της mantissa είναι 24. Δηλαδή οι θέσεις 25 και πάνω 
αγνοούνται. Συνεπώς το λάθος στρογγύλευσης θα είναι 0.5 2-25 =1.7 10-

8 

1.7 Ασκήσεις 

1. Για την αποθήκευση ακεραίων αριθµών έστω ότι διατίθενται 4 χα-
ρακτήρες. Να βρεθεί το διάστηµα των ακεραίων αριθµών που µπο-
ρεί να αποθηκευθούν χωρίς να έχουµε σφάλµα overflow. 

2. 'Έστω ότι για την αποθήκευση ενός αριθµού κινητής υποδιαστολής 
διατίθενται 5 χαρακτήρες εκ των οποίων ο ένας χρησιµoποιείται για 
τον εκθέτη. Να βρεθεί ποιό είναι το σφάλµα στρογγύλευσης και πό-
σο είναι το µήκος του αριθµού κινητής υποδιαστολής στο δεκαδικό 
σύστηµα. 

3. Για το πρόσηµο του αριθµού κινητής υποδιαστολής διατίθεται µια 
δυαδική θέση και µάλιστα η πρώτη από αυτές που καταλαµβάνει η 
mantissa. Να δοθεί µια σχηµατική παράσταση για την αποθήκευση 
των αριθµών 245.6125 και -32.3456. Για την περίπτωση του αρνη-
τικού αριθµού να αποθηκευθεί το συµπλήρωµά του. 

4. Να γραφεί ένα πρόγραµµα που να µετατρέπει πραγµατικούς αριθ-
µούς σε αριθµούς κινητής υποδιαστολής µήκους n=7 στο δεκαδικό 
σύστηµα. Για την αποκοπή των ψηφίων να εφαρµοσθεί η στρογγύ-
λευση. 

5. Nα γραφεί ένα πρόγραµµα το οποίο να µετατρέπει δυαδικούς αριθ-
µούς σε αντίστοιχους δεκαδικούς. 

6. Να µετατραπεί ο ατέρµων δυαδικός κλασµατικός αριθµός 
x=(0.101010101010101...)2 σε αντίστοιχο δεκαδικό. (Υπόδειξη: Με-
τατρέποντας τον x σε δυνάµεις του 2 θα έχουµε x=2-1+2-3+2-5 +2-
7+..... που είναι το άθροισµα απείρων όρων φθίνουσας γεωµετρικής 
προόδου) 

 

 

 

 


